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Une nouvelle approche axiomatique de la théorie 
de la relativité restreinte : 


On considère notre espace physique assimilé à un espace afjine réel à 3 dimensions E 
dans lequel peuvent se mouvoir librement par rapport à E et entre eux 


d'autres points appellés "observateurs " .On considère P un ensemble de ces points O 
— — — 


auxquels on associe un repère orthormé Ro| O, io jo» ko) etune horloge H,,. 
On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées sur P : 


(Hypothèse I) : Pour tout point O € D, on suppose que pour tout point Q défini 
à partir de R,, on peut lui associer une horloge synchronisée avec celle de © . 


Conséquence : La synchronisation des horloges dans chaque repère permet d'associer 

à chaque observateur O un repère À quadrimensionel d'origine © : O au tempst,=0. 
© 

On définit ainsi une famille de repères quadridimensionnels (Fo) : 


(Hypothèse 2) : On suppose que les espaces E,, , O0 € P, sont les uns par rapport aux autres 


en mouvement rectiligne uniforme et que si un point est en mouvement rectiligne uniforme 
par rapport à un point de P il l'est aussi pour tout autre point de P. 
Conséquence : Si une ligne d'univers est une droite pour R , elle est aussi une droite pour 


tout autre R_.. 
©' 
(Hypothèse 3) : 
On suppose que les espaces E, défini par(R, ; Ho) sont munis des mêmes lois physiques 
qui permettent de définir les mêmes unités de mesure d'espace et de temps pour chaque E,, . 


On choisit un point arbitraire O, de P et le temps o = ( indiqué par Ho, : 


Pour tout point O de P, par translation spatiale prenons comme nouvelle origine 
spatiale de E,,lepoint O'deR,, qui coïncide avec O,au tempsty =0. 
0 


Prenons comme nouvelle origine temporelle de E,, l'instant où O'et O, coïncident. 

Par la suite, on supposera que tout les repères spatiaux R,, auront leur origines confondues 
au temps t = 0 de leur horloge respective . 

Et par conséquent la famille de repères quadridimensionnels (ee ) aura la même origine 


spatio — temporelle . 


(Hypothèse 4) : On suppose que la lumière a un mouvement rectiligne uniforme dans tout E,, 
etque sa vitesse numérique c est constante et indépendante de la source d'émission 
et de l'espace E,, considéré. 


Conséquence : Si X = (ct, x, y, z) est le vecteur représentant la position 
d'un photon issu de l'observateur © au temps t=0 pour le repère Re 


etsi X'=(ct',x',y',27') est le vecteur représentant 


la position de ce même photon issu de l'observateur O'au temps t'=0 
F ae x + +É _x"? + y"? +31? 
on a C = 2 = 





3 pourt > 0ett'>0. 
t' 


Donc les coordonnées du photon vérifieront simultanément : 
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CP -X +ÿ + =0 et ct"? — x"? +y'"? + 217 =0 dans RAR : 
Si on considère la forme quadratique G(X) = 76 -X + + : D(X) =0 = H(X') =0. 


Le problème à résoudre : 
On cherche une transformation T : R4 — fR4 inversible qui donne les coordonnées spatio 
— temporelles 
du point P pour l'observateur © en fonction de celles de l'observateur O", 
telle que sous les hypothèses I, 2, 3, 4 ci-dessus possède les invariants suivant : 
(1)T(0)=0 , 
(2) T transforme les droites afjines en droites affjines , 
(3)si X=T(X") : GX) =0 = B(X") =0 c'est à dire que T laisse invariant le cône d'isotropie de ®. 


Remarque : 

L'inversibilité permet d'avoir un groupe de transformation . 

La première condition vient de l'origine commune des 2 repères et que dès que T est affine , 
elle est linéaire . 

Les 2 autres conditions traduisent les 2 invariances admises par les hypothèses 2 et 4. 


Le seul paramètre qui lie O et O' est la vitesse relative V de O'par rapport à Oetdonc T=T ( Ÿ). 


Pour cela on va utiliser les 2 théorèmes suivants donnés dans toute leur généralité : 

Théorème I : ( P - Boyer ."Algèbre et Géométries ". C&M 2015 p.51). 

Soit f: & — Eune bijection d'un espace affine & de dimension > 2 sur un corps K 
possédant au moins 3 éléments, telle que pour tout a, b, c alignés alors f(a) , f(b) f(c) sont alignés, 

alors f'est semi — affine. 

Si K=8R fest afjine. 

(Ce théorème est appelé théorème fondamental de la géométrie affine -Abouabdillah Driss a proposé 
une version améliorée de ce théorème : (https//ssrn *com/ abstract = 3181422) en remplaçant 
l'hypothèse f bijective par f surjective ). 

Conséquence : Dans un espace affine réel les bijections qui conservent les droites affines 

sont les applications afjines bijectives . 

On note C( 6) = {x/@(x, x) =0} le cône d'isotropie de @ une forme bilinéaire symétrique 

etRad g={x/Vy dx, y) =0}. 

Remarque : Si gest la forme bilinéaire symétrique associée à D= CP -X +ÿ +2 : Rad = {0}. 

Théorème 2 : (R.Goblot ."Algébre linéaire "Masson 1995 p.254) 

Soit :E x E —K, E espace vectoriel sur K, une forme bilinéaire symétrique telle que Rad $ Æ C(@) 


Pour qu'une forme bilinéaire @" soit proportionnelle à @, il faut et et il suffit que C( 6) = C(#' ). 


Les conditions (1) et (2)imposées à T implique que T est linéaire( Théorème 1) . 
Soit M est la matrice qui représente T dans les bases associées aux repères R et Ro 
Sionnote X'=MX,ona BX)=0 = BX") = (MX) =0 

alors (Théorème2) 711 Æ0, VX DMX) =2: B(X) 
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110 0 0 
0 -1 0 0 
en notant G= on 4 : 
0 0 -1 0 
0 0 0 -1 


{(MX)G(MX) = 'X 'MGMX = À ‘XGX = MGM = À-G 


la dernière équivalence est conséquence de la symétrie des matrices MGM et G. 
(J-M Monier. "Algèbre 1 et 2". Dunod 1997.) 


Evaluation de À : 


— 
Montrons d'abord que si la vitesse de O' mesurée par l'observateur OestV , 


la vitesse de O mesurée par l'observateur O'est -V: 
(Pour le moment on ne dispose que des hypothèses ci — dessus ) 


On se place d'abord du point de vue de l'observateur ©. 

O's'éloignant de ©. 

Un rayon lumineux part de O vers O'au temps t, , atteint O'au tempst, au point P,, 
et revient immédiatement vers O, qui est atteint au temps t, puis repart immédiatement 
vers O"qui est atteint au temps t;au point P, 

puis retourne immédiatement vers O qui est atteint au tempst,. 

Il y a donc un double aller — retour. 

La vitesse numérique c du rayon lumineux étant la même dans les 2 sens on a : 

h#b b +4 

lt, = ettz — 

À 2 2 

Lorsque le rayon lumineux atteint, au tempst,, le point P,, 








O' continue à s'éloigner de O alors que le rayon retourne vers ©. 


t _ 
4 0 : $ 
ty —t = 2 est la durée entre les 2 contacts du rayon lumineux et O'. 





LT 





ee — 
Si on suppose que O' a une vitesse uniforme V de module V on a | PP, | =: 


— 
On peut remarquer que | PP, | est aussi égal à la la différence 











t,-t t, -t 
lo - [or] [#2 -2%) 
Y'b D 
Donc V =c 2 2 (+ | 
lt PRE 7) 


(exe) (2) 


Soit M = (mn; j) la matrice de transformation telle que X'=MX, 
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X les cooordonnées d'un point P dans la base de R : 


X"les cooordonnées d'un même point P dans la base de Re 


Plaçons nous maintenant du point de vue de l'observateur O' qui veut évaluer V, 
la vitesse de O par rapport à lui — même , à partir de la même expérience en observant l'horloge de O : 
Considérons les coordonnées de l'observateur O dans R, et Rey é 


O a pour coordonnée (ct, 0, 0, 0) dans la base assciée à R © 
et Oaura pour coordonnées : 

(cé X, V, 7) = (1, 1°ct's M Res M3 ] “ct, m, rt") pour la base assciée à Roy 
Comme ct =m; pt" onpeutécrire qu'en O'"t=@:t" avec nécessairement & > Ô . 


Si l'observateur O' évalue V' en observant l'horloge sur l'observateur ©, 
il obtiendra la même valeur que l'observateur O puisque en faisant le même calcul il obtient : 


d't, — dt t, -t 
APE ee | RCA) NRC Ne 
æ't, — Œ'ty ly “lp 
— 





La vitesse dans les 2 cas est collinéaire à OO" et le sens de V est celle de O0" pour O 
et O'O pour O0". 


On peut maintenant évaluer À : 

(NM.J. Woodhouse. " Special Relativity " Springer 2002 p.80) 

D'aprés l'axiome 2 les lois de la physique étant les mêmes pour les espaces associés 

à O et O"la dilatation des durée sera la même que ce soit l'observateur O observant O' 
ou bien que ce soit l'observateur O' observant © puisque les situations physiques sont les mêmes , 
le modules des vitesses étant identique. 

Les coordonnées spatio -temporelle de O' sont représentée par le vecteur X = f(ct, x, M 2) 
pour l'observateur ©, et par X ='(ct!, 0, 0, 0) pour l'observateur O". 


Comme X = MX" on en déduit que le temps t mesuré par un observateur situé en O d'une horloge 
située en O"et qui indique le temps t' à un observateur situé en O"vérifie t=m; jt" 


avec m,,, > 0 sion suppose qu'il n'y a pas de retournement du temps car : 


ct m m m m m, ct! 
>: Lo Mise 1,1 
ct ’ 
x p, M; M2 M3 M4 0 Im} 1 CL 
y te My] M;2 M3 M4 0 M3 1 Ct 
Zz 0 ’ 
Bct Mi Mi M3 Mas my, 1 CL 


Considérons la situation symétrique où un observateur situé en O' observe une horloge 
située en O qui indique un tempst pour l'observateur situé en O -L'observateur situé en  O' 


mesure alors un temps t' Comme X" =M X etsion poseN=M"l on aurat'=n; j 
tn; , > 0 comme précédemment. 

Comme nous sommes dans la même situation physique que précédemment n; ; = m1; ;. 
De'MGM =À:-G , À # 0, on en déduit que M = 1-G-MG! 


D'où M =" (G/M-G) = my == (M), 1=À (G/M:6), 1° 
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Or (G-‘M:6G), ; =m; j donc À=1. 


Les matrices M qui vérifient MGM =G sont appelées matrices de Lorentz 
et forment un sous — groupe L du groupe GL,, (R) *En particulier M"? =G'M:G et det°(M) = 1. 
Pour expliciter M dans le cas qui nous intéresse on va utiliser les 2 théorèmes suivants : 


Théorème 3 : (J-M Souriau."Calcul Linéaire " + PUF 1964 +p.378) 
Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme : 


€ 0 
M =exp( aN) : oùa ER,E=#1, 
0 a 
0 x 3 t t 
N= ,avecX € R°telque : XX=1, 020=1,. 
X O 
ch( @) sh(æœ)'X 
Depl aN) = 
SRE CORAN) | (ax (1, +(ch( a) -1)XX) 


Théorème 4 : 


(R Mneimé, F. Testard ."Introduction à la théorie des groupes de Lie classiques ". 
Hermann Paris 1986.) 


Soit M une matrice inversible à coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice 
S’ symétrique définie positive et O orthogonale telles que M= OS". 


Conséquences : 
On en déduit en posant S = OS ‘0 & S'='0S0 que M peut se décomposer de manière unique en 
M=0$'=0('0$0) =50. 
Cela entraine que décomposition du théorème 3 est unique : 
il suffit de vérifier que exp( aN) est définie positive . 
aN est symétrique réelle , il existe donc une matrice U orthogonale réelle et une matrice diagonale 
réelle D = (d; ï) telle que aN='UDU. 
Comme exp(aN) ='Uexp(D)U et exp(D) = (exp(d, ;) ) les valeurs propres de exp( aN)sont 
strictement positive et exp( aN ) est définie positive . 
De la formule det( é*) =e"% on en déduit que det(exp(aN) ) =1 
et que det(M) =£&-det( Q) =+1. 


= > 
On considère maintenant O' qui s'éloigne de O à la vitesse constante V On pose B = 


o |[SY 


On considère les 2 repères R et R y définis plus haut . 
X étant les coordonnées d'un point P dans la base associée à R, À 
X ‘étant les coordonnées de ce même point P dans la base associée à Roy ; 


M la matrice définie par X = M + X"' qui est donc une matrice de Lorentz et s'écrit donc 
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€ 0 


sous la forme M=exp( aN) - oùaER,Ee=r1, 
0 € 
0 X 3 t { : D: 
N= ,avecX € R'telque : XX=1, 202=1d, . voir théorème 3 |. 
X 








— 
On va exprimer dans un premier temps exprimer exp( aN ) en fonction de B. 


Théorème 5 : 


En reprenant les notations du théorème 3 on a, si y= 


2" 
1-B 
te > 
Y F2 : , 
exp( aN) = ” > tr > avec [6 | tes coordonnées de 75 dansR, . 
Hé] nu, + MT] 


(1 +7) 


Démonstration : On peut donc écrire que les coordonnées de O" dans la base associée à B,, sont : 
—_ 


W='(ct,W,1V,1Va) =ct' (1, Br B, B net 
(ct, (Ws 1V,1;) (1, By By B3) ; 


et dans 8", : W'= ct, 0, 0,0) = ct''(1, 0, 0, 0) avec W=M'W. 








1 
On remarque d'abord que "= W'donc W=exp(aN)W". 
On est ramené à : 
1 
1 
ch( @) sh(æœ)'X 0 B, 
= t 
sh (æ)X (4, + (ch( &) -1 XX) 0 B, 
0 
B; 
1 ch( @) 
B; sh (æ)X, 
cela entraine que t ={" etdonct=ch{ &)t' d'où : 
B, sh (æ)X, ) 
B; sh (æ@)X, 
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1 ch( @) 

B; sh (æ)X, _ cs 
ch( @) B, le (ax, pourt'Æ0 = ch( æ)B=sh(a)X, 

B; sh (æ)X; 


> 2 —2 
donc B =th(\ ak = À =th ; a) puisque X =1. 


On pose 2 de 7= : 
mr: 
2( = 1 __ 1 2 


Comme 1 — th = ch\ a = y: 
(als ch ( à) 1 — th (@) 1-8 











comme ch( œ) >1 y=ch{ æ);commesk® (æ) =ch°( æ) —1 =ÿ — 1 


— _. ie f =ÿÉ. 
1-B 1-f 


En résumé on a y= ch a),ÿf = sk a), ={h°( a). 
D'autre part : 


YÉ=Y -1=(y7#1)(7-0) = 7 x (71) =eh( a) —1 














donc 


TE _ (88) __ 


G+n #  U … 


et AUX; — 


th°(@) 
(ch( æ) —1)XX;- 


(8) _ (88) 
# 





À LB; ce qui permet d'écrire que : 


Hd. + (ch( &) -1)XX 














2 2 
EC a 
an en +7 dé 
2 
2 ae _—_— 
nn Gene Une 
2 2 
Y Y 
G+n PT LÉ 
Id,3 + (I 29) . 
sh (a), 
Comme sh (&)X;,= =ch( @)B,= 8, d'où le résultat. 





 th(œ) 
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En résume : 
























































4 D] 4 Téle 
M= ” En Fe L : | tr > 
Id, + ll] 1d,, + 
Peu A] G+7) 
avec ‘20-14 
8112 y lle 
Par la suite si on note C=Id;z + = M= 
(147) 2 | 6 
Remarques : 
” A Me M EEE ) tr ” | ” | 
(1)C|B|=|1d,, + =5 + = 1 + 
# | 8 Gen PPT G4n Dre 
É ÿ =1 ]- > 
= 1 + = , 
Br). Hà 
(2)Si M=M"'M" est le produit de 2 matrices de Lorentz sans rotation avec : 
t, > ie, jee 
m=| 7 Gel 7. CPI 2h (78") 
no) Ca VB C'! VB" C"' 
B > + + 
y 88" +1) v Y'B" +yB'C" & 
alors M= e Le “nt y 7 8" B" +1), 
V7"'B' +y"'C'B" V Y'B' B" +cC'cC" 
2 — Er 28 . 
B = Be re B , C=Id + CR et o=c'{yyB"B"+cc"). 
Ne C3) — 3] = (2) 2?2 2 
En notant que \B B)\B B)]=B\BB) B=B \B BJetque y B =Y7 —1: 
1. > 28 
Id, + ll! -| Id, - 
| 87 (Gen JU 7G+n 








(3% 
U+n (+9? 


FA 
_n _ BB 9 BB _ÿ$b 
Id,3 up 7 
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> 
2 2 
dy +28 (y 49 #7 40 77 -1)) = 
(1 +7) 
-1 
> tr > 6e 
Donc C°| = Id} + 61161 =Id,3 - 7 Ê , ce qui permet d'écrire 2 
U +7) G+ 
> 
en fonction de B', B" : 
BB > 
92=|14 - VOin (y #8" B"+c'cr) 
Lc'B" 2er pr png" 
den = vp' +. p' C= HMS ET : et C'"=Id re : 
rGren r r 
| Se BB . 
La connaissance de € =Id} - Le) permet d'évaluer en fonction de M : 
Th 


Mi M2 M3 Mi 
Moses M5: 


MT Mg MES Mrs .. 
M= + Considérons le bloc 777=| M3, M; 3; Mz, 


M; M; Mz3 Ma, 
M3 2 My z Ms, 


Mgr PSP: Mg 
qui représente les composantes spatiales des vecteurs spatiaux de la base associée à O' exprimées 
dans la base associée à O. 
-1 
On aura A=C 777. 
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Remarques : 
CRE 


(1)Si BY i alors les termes non diagonaux de C sont nuls , 


2 (14+»)+Y8) 
etun seul terme diagonal de C'est différent de I : 1 + F = 














(1 +7) (1+7) 
ei B 7? 
DU Sn nr JE ne : =: 
= U+n D US 0 de Emme > VD: 
4 Ê=R 1=8 


2 2 1 
(2)Comme y F =y — 1 on peut remplacer , en notant ë le symbole de Kronecker , 
2 


? TEL par 6 #70 dans l'évaluation de I, +(ch( æ) -1 )XX 
2 
2 2 — 
car ÿf =ÿ —l< es : ee ) . 


(3) 7-(1+B)=7+ ÿ -1 car : 


1-#-2 -f-1-È  B= fi- & 7B=\ v-1. 
4 4 Ÿ 


Done TB 2,4 j-1 æ _. =y+) ÿ-1 


mr: 1 


e Fm ; = | nee ÿ -1 je 











2 
et on retrouve que argth( B) = argcosh( 


(HbeBEÎ ER. 6e) à B= 


(5) Sachant que |exp( aN) l'=exp(( -a)N),7=ch( @) et B=th(a)X il vient : 


)=a@ car y=ch( @) et B=th(). 


S 


— 
= [rl <e 


6 [<y 


-1 


4 T1] 4 T8] 
. D jt > = | 2 > tr > 
ALES 62) Fee Ge, 
Evaluation de £E= + 1 : 
Comme 
pm) 7 lé1lle o 2 dé Te F 
PR 2 RES, el] ca 








avec'W="(ct, VytVy tV3) : W'= f(ct!, 0, 0, 0) .Onen déduitque t=Ee-yt'. 
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Donc si £=-1, il y aurait un renversement du temps difficile à justifier physiquement. 


Par la suite on suppose que E= +1. 


1 0 
0 A 
Remarquons tout d'abord que si M est symétrique 2 = Id 


A 
Reste à évaluer © . On posera {2 = 








A 
carM=SQ2 =M Id}, avec S symétrique définie positive , par unicité de la décomposition 2 — I,3 


Evaluons d'abord directement un cas particulier . 


Théorème 6 : 
Nr 
Dans le cas où VOX 0% x'et de mêmesens, 0ÿ/0' ’et de mémesens, 07/07" et de mêmesens, 




















y % 00 
0 0 
M seréduitàM'=| 5 7Y 0 0 |avec T= 
T Id;, 
Démonstration : 
— — 
Si PAOLUO%' demémesns 0ÿ/0' "de mêmesens,, 0:10 ’ de même sens, 
y % 00 
ZA A 
M s'écritsous laformM=M'.A=| # 7 0 0 |.a 
T Id}; 
A 1 0 
avec B = B,; T= et Q2= où 2 est une matrice orthogonale d'ordre 3. 
0 0 0 
* .YB.0.%0 
@. ©. ©. 
à Â 2, 2 2,3 2,4 
are TN ee 
0 0 10 0 @, 0,3 ©, 
0 0 01 0 ©@,, ©,, © 


XI = et X3 = on a : 


S SO nn S 
S À OS S 
nn SO S S 
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7B ®, 2 YB ®, 3 YB œ 4 
A 7@, ; A 7®, 3 A 7®, y 
M'OXI = ; M'AOX2 = etM'AX3 = 
os Ds Da 
@,, 2 ®,, 3 4, 4 
7@, > 1 703 0 FO 0 
Cela impliqueque | ®,, |/| 01,| @%3 [711 |et | ®%4 |7/10 
0 0 1 
OR ®,, 3 ®,, 4 
1 0 0 0 
4 ©, ; 0 0 
d'où : 2 = 
da 0 0 ©, 0 
0 0 0 ©, y 
DA 
Comme £2 est orthogonal et les sens des axes étant conservés 2 — Id}. 
Remarque : Tout calcul fait on a : 
ds, Ve 
7 B 00 2 2 yU+B 0 00 2 
BH. Ge 1 sf (2 Al 0 7 (1-8) 0 0 2 
0 0 1 0 2 2 0 0 1 0 2 
0 0 0 1 0 0 10 0 0 0 1 
0 0 0 1 
TI TI TI TI 
en +) sn(+) 0 0 y +) 0 0 0 en +) sin +) 0 0 
| 7. | =) — 0 y(-B) 0 0 .(Z 7 ji g 
= sin 4 cos 4 0 0 1 0 (+) en +) 
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 0 1 











Donc les valeurs propres de M'sont y-(1 + B), y-(1-B),1. 
En se servant des remarques du théorème 5 on a : 
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1 + 1-f 
-(1 +) = et donc que y-(1-f) = : 
AUDE quey(-8)= | 2p 
1 1 +B na 
De plus Jin 1-8 = argth(B) =@, les valeurs propres de M' peuvent s'écrire : 
1 +B =eXp Lyr 1FB =e*, EN =eXp sg 1 1+rB =e et 1. 
1-B 2 (1-8 1+B 2 (1-8 


Théorème 7 : 


— ED es > — 
Dans see où 0x0 6 44 0ÿ/0Y! , O7z/0%;, ici V n'est plus parallèle à Ox, 
alors 2 = Id}, . 
Démonstration : 

> > > > 


Par la suite par abus de notation , on note T, i, j, k les vecteurs de base successivement temporel 
et spatiaux de la base @ de dimension 4. De même pour les autres bases . 


+ > > > M > > > —> 
Considérons le shéma suivant : Z\ Till; k) — 8" T1] k') 


D 7. M" RATES 
8 Tipsip ki) — g'i(r l'hol'p k';) 
> > > > 
B ( TA T5 k) est une base spatio — temporelle associé à l'observateur © . 
> + "+ 


8" Ti, ) est une base spatio — temporelle associé à l'observateur O". 
— E 


Contrairement au lemme précédent V n'est pas forcément parallèle à la composante spatiale de Lu 


mais par contre la composante spatiale de i reste parallèle à celle de i', de même pour j etj' et k etk' 


malgré le mouvement de O " pour les 2 observateurs. 
3 > > 


8 ( Tip k)est une autre base associée à O obtenue par une rotation R des composantes 


> > > 


spatiales de i, j et k -Onpose P = 


0 
0 R 








ee > 
La rotation est choisie pour que la composante spatiale de i ; soit parallèle à celle de V . 


On remarque que P est une matrice (orthogonale )de Lorentz. 
Soit donc P 5! B, B, la matrice orthogonale de changement de base laissant le temps invariant et 
+ > 5 > > 
transformant ( OS k) en (i » Jp K A 
— 
Considérons B be ini par P= Pass(@, , B' 1) AHSA la composante spatiale de i 
> > 
est parallèle à celle der i', de mémepour j etj'etk etk' * la mêémerotation R 
ES ES 


donnera la composante spatiale i, parallèle à celle de i, 
> + > — — 
de même pour j etj' et ketk' , avec en plus la composane spatiale de i', parallèle à celle de v. 
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D'aprés le théorème 6 M'= FC EN est la matrice de Lorentz de passage de D, à B';: 
0 0 10 
0 0 0 1 


—_ 
Comme M =PM ''P < M'=' PMP etcomme M est de Lorentz , elle est de la forme M = A(B) 02. 
; >, A 7. r À 
Par construction M "= P(A(B) Q)P = ( PA(B)P) ( PQP). 
t > 
On remarque que PA( B ) P est symétrique et que ‘PP est orthogonal . 
t né A 
Comme M'=M"- Id ( PA(B}r) ( POP), par unicité de la décomposition 


Â 
‘POP —1Id,, . On en déduit que 2 =1d,. 


Théorème 8 : 














Y # 00 
À = es 1 0 
Dans le cas où seulement V/Ox/0*x, M=| 5 7 00 2 
T Id} 
0 0 > — — — —— 
avec T= , Qétant une rotation d'axe V//Ox//O'x" qui rend parallèle Oy et O'y' 
—  — 
et donc aussi Oz et O'z' 
Démonstration : 


—> —= — 


+ > — — 
On applique le théorème 6 : la rotation entraine que V/Ox//O0'%x', Oy/0'y, 07/07. 


Evaluation de 92 dans le cas général : 


Théorème 9 : 
— — 
Soit la matrice P de la rotation R1 dans l'espace à 3 dimensions qui amène Ox sur V . 


De même on définit la matrice Q de la rotation R2 dans l'espace à 3 dimensions 
——— — 
qui amène OX" sur V dans la même direction . 


— 
Soit R la rotation qui, aprés avoir effecué RI et R2 , aligne les axes autres que celui aligné sur V. 























À AtAA 
Alors 2=P RO 
Démonstration : 
DA 1 0 Â 1 0 DA 1 0 0 0 
Onposera P = , Q = ,R= _ 
0 P 0 Q O0 R 0 0 
Y # 00 
—_ 
aM'=|% 7 0 0 |avcB=|B||. 
T A} 


La matrice de Lorentz M telle que X =MX "est aussi la matrice de passage de la base 
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5 > > > > > 
dR - Br, i,j,k) à celle de R ,,: Br ij,k"). 
5, A 


M s'écrit M = A(B) 9. 
Considérons le shéma suivant : 


g(7, ë, . k) Er arr, k") 
A 
JQ 

Â > = = — 

P B(r, loir) 
/R 


> > — 


GRR) M afÊrr) 


P 
AY À A tA'A 
M' P lé {=P RQ parunicité de la décomposition. 


Remarque : 
Dans N.M.J. Woodhouse." Special Relativity " «Springer 2002 p.82 


on montre que toute matrice de Lorentz M peut se mettre sous la forme M = HM'K 




















A 1 0 A 1 0 
avec H = » K = | 
0 H 0 K 
Y # 00 
K et H matrices orthogonales etM'=| BB y 0 0 {avec T= . or : 
T Id} 
> À A #-(# FAITES. > A TA A AA 
M=A(B)0 =HM'X =(HM'A )(H K) parunicié A(B) = HM'H et Q = H K. 
A A A TA 
on peut identifier H à P ou à P. R. 
A tATA A A 


Dans le premier cas K : R 2 , dans le deuxième K = Q. _. 
— 
La décomposition M = HM'K n'est pas unique contrairement à M = A B ) 02. 
>, LA 5 A > 
Si on OR A (8) = QA(B) A ,A (8) est symétrique 


—_ 
et M= OA (8) et cela d'une manière unique . 


000017 


tr > 
4 [#1] 

Calcul des valeurs et vecteurs propres de M= - > tr > 
[B] 3 + 
































(1+#7) 
On remarque que : 
4 1 | p | B+6 
lé Alle MIT] 
él mg + CS LA] | él els) EE 
oh ! B+h 
pi] + (814 EL D ag #11 + = ni 
B+# | | (+88 | B 
en los on | 
4 F1 À BTE 
de même : ut. > = D te 
À > bé l'U6 lé 
Dé] y + ER 81 | | -d21+[21+ ÉILALE 
B+É 


-B+E 











pr) + (814 PAL || abét 454-018 
B+# | |(8-06 | | -8 
élan [Too A ji 














Le produit des 2 premières valeurs propres est P'=(1 +B)y(1-B)7=1, leur somme 
est S'=27 Or det(M) =1 et Trace(M)=7+3 +7-1=2(7+#1). 
Donc la somme des 2 autres est S = 2. Donc les autres racines sont égale à 1. 
Si on a : 
Fe 


y 1 


tr > 





Pl. Hero 
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fans 
pu + Ar , 
tr > =| 
> a u 
0 Le = 
Une solution possible est a =0 et tout vecteur u telque [8|[u] =(. 
0 0 
2 vecteurs propres possibles associés à la valeur propre 1 sont | = |et | 
u v 
tr tr 0 0 
avec [8|[u] =0, | 81[v = v ][w] =0. | =. |et | =, | sont du genre espace. 
u y 














r ta > pré . . 
Plus généralement tout vecteur de la forme avec w L B est invariant. 


= 
W 








tr. > 

LÉ | 

On aura l'ensemble spectral suivant associé à M = - > tr > 
[6] Hz + Lélhél 


S 


(1#y) 
-B 


B 
3». L(1+B)7 ee 
[8] 


n D | 
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